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Introduction

Un opérateur différentiel est un opérateur de la forme :

a(z, D)= Y a(x)(—i)"o°,

laj<m

avec a : R" — C. Si on pose a(z,£) = >, a(x){” on optient

laj<m

alz, D) f(z) = / ea(a, &) F F(€)de,

1
(2m)"
ou f € S(R™). Ainsi, a une fonction a(z,§) : R” x R" — C (qu’on appelera alors symbole)

on associe un opérateur a(x, D) f, dit opérateur pseudo-différentiel, par :

1 1T
ofo.D)f(@) = s / ¢a(r, €)F f(€)E.

Dans ce mémoire, nous sommes intéressés d’étudier la continiuté de certains opérateurs
pseudo-différentiels sur les espaces de Herz-type Besov-Triebel-Lizorkin.

Ce travail est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques propriétés des espaces de Herz et Herz-
type Besov et Triebel-Lizorkin et quelques résultats qu’on utilisera par la suite. Plus préci-

sément, on donne la définition de la décomposition de Littlewood-Paley d’une distribution



Introduction

tempérée. On donne quelques inégalités nécessaires pour ce travail, comme l'inégalité de
Plancherel-Polya-Nikolskij.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse & la continuité des opérateurs pseudo-différentiels
sur les espaces de Herz-type Besov.

Enfin, dans le troisieme chapitre on s’intéresse a la continuité des opérateurs pseudo-

différentiels sur les espaces de Herz-type Triebel-Lizorkin.



Notation

e N : la collection de tous les nombres naturels.

e Ny = NU{0}.

e 7 : I’ensemble de tous les nombres entiers.

e R" : 'espace Euclidien.

e C : I’ensemble des nombres complexes.

e C°(R™) la classe des fonctions indéfiniment différentiables.

e S(R™) est l'espace des fonctions C*°(R"™) & décroissances rapides ou la classe de
Schwartz.

o S'(R™) est 'espace des distributions tempérées.

e On définit la transformation de Fourier par :

FOEQ) = [ sy, feSE),
RTL
et sa transformée de fourier inverse est :

F(Pa) = Cr) " [ e pee

]Rn



Notation

e Soient 0 < p < oo et Q C R™. LP () est 'espace de Lebesgue des fonctions mesurables

f telle que :

(,1f @Pdz)? si 0<p<oo
sup-ess | f ()| sip=o0

11 27 (@) = {

Si @ =R", on pose L? (R") = LP et ||f [ L7 (R")[| = | f],.

e (1 est I'espace de suites (ay)y telle que :
0 1/q
1(@x )il = (Z |ak!q> < 0.
k=0

e Soient 0 < p < 00,0 < ¢ < oo, alors (9(LP) est 'espace de suites de fonctions

{fr}r C S'(R") telle que :

o] 1/q
1Al = (Z kaug> <o
k=0

e p’ est 'exposant conjugue de p ou % + z% =1
e Soient X et Y deux espaces quasi-normées, on dit que X — Y g’il existe ¢ > 0 telle
que :

Iflly <cllflx, VfeX

e Soit f: R" — C supp f est le support de f

supp f = {x € R, f(x) # 0}.

e B(xz,r) la boule ouverte de centre z et de rayon r

B(x,r)={yeR": |ly—z| <r}.

o f € Ll f localement intégrable.



Notation

o fxg(-) = [au f(- —y)g(y)dy est la convolution de f et g.

e \p est la fonction caracteristique sur £ C R"™.

b nv,m(‘x> = 2nv<1 +2Y ’$|)—m7 WS Rn’ v E No et m > 0.



Chapitre 1

L’espace de Herz type

Besov-Triebel-Lizorkin

Il est bien connu que les espaces fonctionnels jouent un roéle important dans ’analyse
harmonique et les équations aux dérivées partielles. Notre objectif est de présenter quelques

résultats pour les espaces Herz type Besov-Triebel-Lizorkin.

1.1 L’espace de Herz

L’objet de ce section est de rappeler les notions essentielles pour les espaces de Herz qui

seront utilisées dans la suite de ce mémoire. On pose
B, :=B(0,2"), Ry:=DB;\Bi-1 et xy=xp., k€ELZ.

Définition 1.1.1 Soit a € R, 0 < p,q < 0. L’espace de Herz homogéne Kg’p(]R”) est
définie par

KoP(R™) = {f € L (R"\{0}) : |||

fgr () < 00}



1.2. Inégalité Plancherel-Polya-Nikolskij

telle que

o0

1/p
”f”Kg"P(R") = ( Z oker Hka”f;) < 00,

k=—o0

avec une petite modification si p = oo et/ou q = 00.

Remarque 1.1.1 Les espaces K(‘;"p(R”) sont des espaces quasi-Banach et si min(p,q) > 1
alors Kg‘”"’(]R”) sont des espaces de Banach. Si oo = 0 et 0 < p = g < oo alors K375"(R”)
coincide avec les espaces de Lebesque LP. Si 0 < p; < ps < 00, alors on peut en déduire

linclusion.

Kem (RM) — KOP2(R™).

On trouvera une discussion détaillée des propriétés de ces espaces dans [16].

1.2 Inégalité Plancherel-Polya-Nikolskij

Cette inégalité joue un role important dans la théorie des espaces fonctionnels et les
équations aux dérivées partielles. Notre objectif est de étudie ce résultat aux espaces de

Herz. Commencons par le lemme suivant.
Lemme 1.2.1 Soit r,R > 0 et m > n. Il existe ¢ = c(r,m,n) > 0 tel que pour tout

g € S'(R") avec suppFg C B(0, R) nous avons

9(2)| < (g * 19l (2))!", = € R

L’inégalité classique de Plancherel-Polya-Nikolskij voir [23], dit que || ||, peut etre estimé

par

¢ RM/P=Y0 | 1|
p?



1.2. Inégalité Plancherel-Polya-Nikolskij

pour tout 0 < p < ¢ < 0o, R > 0 et tout f € LP NS (R") avec suppFf C B(0,R). La

constante ¢ > 0 est indépendante de R.

Lemme 1.2.2 Soit ay, a0 >0 et 0 < s,p,q,7 < 00. On suppose que a; +n/s > 0,0 < g <
s < 00 et ag > aq, alors il existe une constante positive ¢ > 0 indépendante de R telle que

pour tout f € Kg%p(]R”) NS'(R") avec suppF f C B(0, R) nous avons

||f||K:1,r(Rn) S C Rn/q_n/5+042—061 ||f||K:112,9(Rn) y

ou

TSt (g =0
P St Qg > Qq
Remarque 1.2.1 Nous voudrions mentionner que le lemme précédent généralise le clas-

sique Plancherel-Polya-Nikolskij oy = ag =0, 1 = s et en utilisant {, — ;. Dans le lemme

précédent, nous n’avons pas traité le cas s < q. Le lemme suivant donne un réponse positive.

Lemme 1.2.3 Soit oy, € R et 0 < s,p,q,7 < 00. On suppose que oy +n/s > 0,0 < s <
q < oo etas>a;+n/s—n/q alors il existe une constante positive ¢ > 0 indépendante de

R telle que pour tout f € K5‘2’p(R") NS'(R™) avec suppF f C B(0, R) nous avons

L ey < € RO ]| ey -



1.3. Les espaces K "PBj et K" Fj

1.3 Les espaces K&WB; et K;"ng

Définition 1.3.1 Soit une fonction dans S(R"™) satisfaisant ¥(x) = 1 pour |z| < 1 et

U(z) =0 pour|z| > 1. On pose
eo(x) =U(x), ¢ (x)=T(x/2) — V(x)p;(x) =, (277 2) pour j=2,3, ...
En suite, nous avons
suppp; C {z € R": 2771 < |2 < 3.2},
@;(r) =1 pour3 2772 < |z] <2/ et
W)+ > yl) = 1
=0

pour tout x € R™. Le systéme de fonction {(pj }jeNo s’appelle résolution de l'unité. Nous

définissez les opérateurs de convolution A; par :
Ajf=F " o;xf, jEN et Aof=F 'Uxf [feSR.
On obtient ainst la décomposition de Littlewood-Paley
f= i Al
j=0

pour tout f € §'(R™)(convergence en S’'(R™)).



1.3. Les espaces K "PBj et K" Fj

Définition 1.3.2 (i) Soient s € R et 0 < p, f < 00. L’espace de Besov B 5 est l'ensemble

des tous f € S'(R") tel que

1.f1

0o 1/8
= (S2iasm) <
=0

avec une petite modification si f = oo.
(i) Soient s € R,0 < p < oo et 0 < B < oo. L’espace de Triebel-Lizorkin F 5 est

lensemble de tous les f € S'(R") tel que

o0 /B
HJCHF;J3 = <Z 290 |Ajf‘6> < 00,
=0

p

avec une petite modification si f = oo.

La théorie des espaces B, et ] ; a été développé en détail dans [23].Sip =g =00,5 >0,

on récupere les espaces de Holder-Zygmund C° = B, .

Définition 1.3.3 (i) Soient a, s € R et 0 < p,q, 5 < 0o. L’espace Herz-type Besov Kg"pBg

est l'ensemble de tous les f € S'(R™) tel que
0o 1/8
17l g, = (Z 2 IIAij@;,p(Rn)) <o,
=0

avec une petite modification si f = oco.
(i1) Soient a,s € R et 0 < p,qg < 00 et 0 < § < oo. L'espace Herz-type Triebel-Lizorkin

type qu‘7pF§ est l’ensemble de tous les f € S'(R") tel que

00 /8
||f||f<;‘va§ = (Z 290 |Ajf|5> < 00,
=0

K{?,p (R™)

avec une petite modification st f = oo.

10



1.3. Les espaces K "PBj et K" Fj

Pour plus de details sur ces espaces voir [26], [27], [28], [29] et [30]. Pour s € R,0 < p < o0

(0 < p < oo pour l'espaces Kg’ng) et 0 << o0 ona

~0,p RS __ RS ~0,p s __ TS
Kp Bﬁ_ p,B et Kp Fﬂ_ p.B°

Théoréme 1.3.1 Soient s € R,0 < p,q < o0 et a > —n/q.

(i) Si0 < B, < By < 00, alors

a,p RS a,p RS rQ,p S a,p 1S
Kq BB1C_)Kq Bﬁz et Kq Fﬁlc_)Kq Fﬂz'

(ii) Si0 < By < Py < oo et >0, alors

a,p RS+e Q,p RS a,p 1s+e a,p s
Kq Bﬁl c_)Kq Bﬁz et Kq Fﬁl c_)Kq Fﬂz'
(iii) Si 0 < p1 < py < 00, alors
KBy — KO7™B5 et KoMy — KOPFj.
(iv) Si0 < q1 < qo < 00, alors

KgrBy— KBy et KorFj— KiPF,

our=a—n(l/qg —1/g).

Le théoreme suivant donne des inclusions de base pour les espaces K . "Bj et f(g"pF 5

Théoréme 1.3.2 Soient s € R,0 < p,g < 00,0< < o0 eta>-n/q. Ona

K Bispn — KOPFS < KOPBS

min(8,p,q q max(83,p,q)

11



1.3. Les espaces K "PBj et K" Fj

Théoréme 1.3.3 (i) Soient s € R,0 < p,q, < o0 et « > —n/q. L’espace de Herz type

Besov K o T Bj est un espace quasi-Banach. On a
S(R™) — K*Bj — S'(R™),

si0<p,q,p<oo,sEReta>—-n/qetSR") est dense dans K(‘J”Z’Bg.
(i1) Soient s € R,0 < p,qg < 00,0 < f < o0 et « > —n/q. L'espace de Herz-type

Triebel-Lizorkin K o TF; est un espace quasi-Banach. On a
S(R") — K2PF; — S'(R™),

siseR, 0<p,q,pB<ooeta>-—n/qetSR") est dense dans Kg“’ng.

Théoréme 1.3.4 Soient oy, as et s1,50 € R,0< s,p,q,7,0 < 00,000 > —n/s et ag > —n/q.
Nous supposons que

s1—n/s—a; < sg—n/qg— as.

(1) Soient 0 < ¢ < s < o0 et ag > ay ou
0<s<qg< oo,

et

as+n/q>a;+n/s.

Alors

ag,0 S2 Q1,7 RS1
Ko B2 < KOV B3,

12



1.3. Les espaces K "PBj et K" Fj

ou

. rsiag+n/g=a;+n/s,s<q ou ay=ay,q<s

psias+n/g=ar+n/s,s<qou az>a;,qg<s

(i) Soient 0 < g < s < oo etag > a; ou0<s<qg<oo et
as+n/qg>a;+n/s.

Alors
K=" Fy* — KOPES

ou

. f si 0<s<g<ooetaz+n/qg=a;+n/s

00 S1 non

Pour la preuve voir [4] et [5].

13



Chapitre 2

Continuité des opérateurs

pseudo-différentiels sur les espaces

g
KB

Dans ce chapitre, on étudie la continuité des opérateurs pseudo-differentiels sur les es-
paces de Herz-type Besov. Un opérateur pseudo-différentiel avec le symbole a est difinie

par

a(z, D) f(z) = / ¢a(e, &) F F(€)de,

1
(2m)"

ou f € §(R™). Pour une fonction a:R" x R™ — C, on pose

aj(z,€) = F, 1 (Fo;(y) Faly,§)).

Soit 0 < < o0, 1 <A< o0, r> ﬁ et N > T. L’espace BLW(BQIOO) est ’ensemble des

distributions tempérées a € S'(R™ x R™) tel que

lal < o0.

v (Lu)

14



2.1. Résultats auxiliaires

Soit m,r,N e R0 <6< 1,0< pu<o0, 71 >ﬁetN > 2. On dit qu’un symbole a

appartient & SBJ'(r, 1, v; N, \) si

< 00,

Szp o—km H |a(z,25) For(28) HBQOO(R") Loo{d)

sup 2~ k(m+or) ||a(:c,2k-).7-"g0k(2k~)} < 00,
k

Bﬁﬂf (ng\ioo

qui introduit par J. Marschall [18] et [19]. Choisir 4 = v = N = A = 00, ces symboles
incluent les classes classiques de Hormander ST%. De plus la classe SBg*(r, p, v; 00, 1) égale

a la classe &’ (Bﬁ{;"’l)’r)m de M. Yamazaki [31]. Remarque que

SBE(r, pp, v; N, A) = SB3(r1, i, v; N A),
siO<,u<,u1Soo,O<U§oo,r—ﬁ:rl—ﬁetér:&rl.
2.1 Reésultats auxiliaires

Le lemme suivant est le Kg“p—version de Franke [7].

Lemme 2.1.1 Soit o € R, 0 < p,q <00, 7>0 et we S(R"). Pour toute suite {f;};en C

S'(R") N Kg’p(]R”) avec suppF f; C {€ € R™ : || < 727} nous avons

||wl * fj”K;’q(R”) < C2(j_l)€ ||fj||Kgq(R”) ’

ot w; = 2Mw(21), 1 < j < 0o et e = max(0, + —n). La constante ¢ > 0 est indépendante de

J etl.

15



2.1. Résultats auxiliaires

Preuve. Supposons d’abord que 1 < p < co. Comme w € S(R™) nous avons pour tout

reR" N >n

| * fi(x)] < C(nl,N * |fj|q($))%.

On a

lwor * fill goorny < €lfill ormy -

Soit maintenant 0 < p < 1. En appliquant le lemme 1.2.1, nous avons

1) < ey = | HF @)YP, L>nyeR™

Par conséquent

ik fi@)] < emy x (g % | £) P (2)

= o [ mnle = )y 1 @)y

ou ¢ > 0 est indépendant de j et [, qui peut étre récrit par

n 1/p
2D [ ([ mgo == A5EIE)

Par conséquent, I'inégalité de Minkowiski donne

|wy = fi(x)] < QU=m=3

My, G, * 165 ()7

=) (771,Np * | f; |’ ($>)1/p7

IN

16



2.1. Résultats auxiliaires

pour tout L assez grand et tout x € R" avec N > max(n, %), donc

l

q
K, UP (R

« L\

lwi * fill goagny < 9= (n=2)

< U= ||fj||Kg’q(Rn) )

La preuve est terminée. m

La proposition suivante joue un role fondamental dans cette section.

Proposition 2.1.1 Soient 0 < p1,p2,q < 00,0 < p<ooetl << oo avee pil = piz +

==

Soit a : R" x R" — C un symbole borné et mesurable tel que
suppa(z {5 eR": ¢ < c2k}
Sipr>1lousi0O<p <1et
suppF [ C {€ e R": [¢] < 2"},
et si N >n max{%, %,%—1— p%} , alors
(e, D) flligoey < € [laC 2y _|| Wi

pour tout k € Ny, avec une constante ¢ ne dépendant pas de k.

Pour la preuve voir [6].

Définition 2.1.1 Supposons que f est un fonction localement intégrable sur R", i.e.f € L}, .

Pour tout x € R"™, la fonction mazimale de Hardy-littlewood M f(x) est définie par

Mf(m)zsup,BIH / y)| dy,

r>0
B(z,r)

17



2.1. Résultats auxiliaires

et

M, (f) = (M(IfI))7,  0<0 <o

Lemme 2.1.2 Soient 1 < 3 < o00. 1 <p <ooet0<q< oo Si{fj}2, est une suite de

fonctions localement intégrables sur R™ et T<a< n(l — %), alors

0o /B 00 /B
(Z (Mf»ﬂ) <c (Z |fj|ﬂ)

J=0

K7 (Rn) Ky (Re)

Pour la preuve voir [25].

Lemme 2.1.3 Soient s € RA,B > 0,0 <p,q < oo et a > -2 Soit { fi}ien, une suite des
fonctions telles que

suppF fo C{{ € R": [{] < A},

et

suppF f; C {¢ € R™: B2 < |¢] < A2},

1l existe une constante ¢ > 0 telle que les inégalités suivantes

o0 /B
S & (Z ZZSﬁ ||fl||§(§‘:‘Z(Rn)> Y 0 < p7q < 0.
=0

> S
=0

Ky iBj

Preuve. Soit {]—" ®; }jeNo la résolution de I'unité. En utilisant les propriétés de support
de Ffi et Fip,;, la somme @, x 3 °) f; deviennent Zfi_kl ¢; * [j+i pour certains nombres

naturels k1, ko € Ny. Observez cela

|0; % fivi| < eMilfiml,

18



2.1. Résultats auxiliaires

avec 0 < t < min(p, ﬁ), donc
n ' p

> f

=0

< C.i H{2jth|fj+i‘}j

Ky B3 i=—ki

< o3 e,

i=—k;

8 (K5 (R))

08 (K9 &)

par lemme 2.1.2 m

Nous avons besoin des inégalités de Marschall, voir [18].

Lemme 2.1.4 Soit A >0 et R > 1. Soit b € D(R") et la fonction f € C®(R"™) tel que
suppFf C{{ € R": [§] < AR} et suppb C {£ € R": [§] < A}.

Alors
|f71b* f(a:)\ < 62(1*%)j”(AR)%7n Hb(2j‘>HBl% Mt(f)(x)v

pour tout 0 < t <1 et tout x € R" ou ¢ est indépendant de A, R, b, j et f.

Lemme 2.1.5 Soient A, B > 0,0 < p,q,5 < et a > —. Soit s > n(max{1,1/p} — 1).

Soit { fi}ien, une suite de fonctions telle que

suppF f; C {€ € R™: [¢] < A2!F1L

<c H{2lsfl}lH£5(K§’q(Rn)) , 0<p,q<oo.
Ky 'Bj

> 1
=0

Pour la preuve voir [1] et [6].

19



2.2. Principaux résultats

Lemme 2.1.6 Soient A > 0,0 <p,q < oo et a > -2 Soit { fi}cn, une suite de fonctions
tel que
suppF f; C {€ € R™: [¢] < A2}

Soit s =n (max {1,1/p} — 1). Alors il reste que pour une constante ¢ > 0

> f

=0

= {lefl}l||emin<17p,q>(K3’q(Rn)) ' (21.1)

Ky 'Bj

De plus, si le coté droit de 2.1.1 est fini, alors {Zi\io fl} converge dans S'(R™).
N

Pour la preuve voir [6].

2.2 Principaux résultats

Le théoréme suivant concernant la continuité des opérateurs pseudo-diférentiels sur les

espaces de Herz-type Besov.

Théoréme 2.2.1 Soient s € R,0 < p,q,8 < co et @ > —2. Soit a € SBY(r, 1, v; N, A)
et f € SR") tel que 0 < p,v < oo,r > 0,(1—d)r =% etl <A< oo Soit N>n
max{%,%,%—l—%}.

(1) Si

1 1 1 1
nmax{l,—+ -} —n— (1 -9)r <s <r—nmax{— — —,0},
Ko p Ko P

alors a(x, D) f(x) est une application linéaire continue de Kg’qBZ”Lm a K;”Bg.
(1) Si (1=0)r =% v<q<ooet
1 1

§:=1r—nmax{— — —, 0},
=50

alors a(x, D) f(x) est une application linéaire continue de ngqBZJ“m a KS’QBE.

20



2.2. Principaux résultats

(iii) Si (1—5)r2§,0<ﬁ§min{1,p,q} et
s nma{11+1} n—(1-9r
= 2. [ -y - - - )
pwoop

alors a(x, D) f(x) est une application linéaire continue de Kg’qB;er a Kg"qu.

Preuve. Soit {Fy, }, une résolution d’unité. Nous fixons

ij7k($,§) = '7:17_1—&(]:@](7])};—”7@(ag))]:@k<§)

Nous décomposons le symbole en trois parties

a(z,€) = aM(z,&) + a®(x,8) + a® (,),

ou
oo k—4

a(l)(x, €)= Z Z a;r(z,§),

k=4 j=0

oo k+3

a®(z,¢) = Z Z a;r(,€),

k=0 j=k—3

a(3)(x,f) = Z Z aj,k<$>€)'
k=0 j=k+4

Comme dans Marschall [35], il suffit d’estimer a¥, i = 1,2, 3 dans les espaces Kg"qu.

Etape 1. Preuve de (i).

Sous-étape 1.1. Nous allons prouver dans cette étape qu’il existe une constante ¢ > 0

telle que pour chaque f € S(R™)

Ha(l)(;c, D)fHKg’qu <c ”fHKg’qu*m :
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2.2. Principaux résultats

Observez que Z?;é a;jr (z; D) fr a son spectre en {5 eR™: 2 < €] < c22k}. Ensuite

nous peut appliquer le lemme 2.1.3 pour obtenir

k—4
e (@, D)f|| gy <€ {2’“Z%k<% D>fk} ’
j=0

klles iy

ou fr := ¢} * f. Montrons que la derniére quasi-norme est borné par

e lligamn

Par la proposition 2.1.1

IN

: 12 el 5

k—4
2 ) aju(z, D) f
j=0

k—4
Z a’j’k('7 2k')
J=0 (BY )

< 2| fill g

o
P I

pour tout k € Ny. Prendre la £?-quasi-norme et obtenir que

Ha(l)(l'a D)fHKS’qBE <c Hf”[(g,q32+m .

Sous-étape 1.2. Nous allons prouver dans cette étape qu’il existe une constante ¢ > 0

telle que pour chaque f € S(R")

Ha(2) (;p’ D>fHKg’qu S C ”fHKg,qBE-&-m .

Observez que 2522_3 ajk(z, D) fi a son spectre en {& € R™ : |¢] < 22" }. Soit pil ==+

1,1
woop’

Comme (1 — ¢)r > 7, nous avons I'inclusion de Sobolev

(1—8)r—n .

o, s+(1-0)r o, s+ ,
KBy =0 o, foaps * s KO9BS,
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2.2. Principaux résultats

Par le lemme 2.1.5,

j=k—3

k+3
o, D)o < < {2k<s+<1—6>r> > wm}
k|8

(Kp)

Montrons que la derniére quasi-norme est borné par

e lligaon

Soit
k+3
H — 2k(s+(176)r) Z aj,k(l', D)fk 5 1
j=k-3 Kgl,q
Par la proposition 2.1.1
k+3
H < 20 0 ag(,2") 125 il g
j:k73 BN !
A,00 m

IN

k(s+m)
2 il
pour tout k € Ny. Prendre la £°-quasi-norme d’obtenir que

HG(Q) (SE‘, D)fHKS’qBE <c ||f||Kg,qu+m .

Sous-étape 1.3. Nous allons prouver dans cette étape qu’il existe une constante ¢ > 0

telle que pour chaque f € S(R")

Ha(3)(x’ D)fHKS’qBE <c ||fHKgJIBZ+m .
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2.2. Principaux résultats

Nous pouvons appliquer le lemme 2.1.3 pour obtenir

}}a(:g)(x?D)f”Kg,qu <c

j—a
{ka Z ajx(, D)fk}
k=0

klles (o)

Montrons que la derniére quasi-norme est borné par ¢ || f|| zo.0 Byt Nous définissons 1, =
max(p, p). Soit 11 > 0 et d; > 0 tels que r — % =7 — H—"l et or = O01ry. Soit 0 < 0 <

min(1, p,q). Alors

j—4 7 j—4
2° " a;u(z, D) fy Z 1275, D) fi | o
k=0 K;’q -0

Prouvons que

H2ks+ k‘)r1a k(l’ .D fk §C||2k s+m~+(1—01)r1) f HKaq

)

g

out + =—+ et 0 <k < j—4. Observez que f; et a;x(z,D) ont son spectre dans

1
p 251 p2

{€ € R": [¢| < 2%}, par la proposition 2.1.1 et comme a € SBY(r, 1, v; N, A), v < ¢ < 0

et s =1y,
S o ‘ gl 2 il HB < oh(m+sirn)s (2.2.1)
j=k+4 Aeetli
le coté droite est borné par
” HQJmaj . kaBN H . H2k(sfr1)fk||Kgéq <c H2k(s+m*(1761)r1)fkHK;;(I )

L’estimation souhaitée suit par la proposition 2.1.1 et les inclusions

s+m—(1— 6)7‘-}—*

g PS+m a,q a,qg pstm—(1-61)r1
Ke9B3™ — KB, — K29B; .
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2.2. Principaux résultats

Etape 2. Preuve de (ii). 1l suffit d’estimer a® (z, D). Soient s, 7, et §; comme dans

Sous-étape 1.3. Soit p = min(1,p, q, ). Siv < g < 1, alors

Z Z aj,k(*T?D>fk

o9, D)l 505, =

k=0 j=k-+4 S0L,q s
J + Kg qBB
) ) e ¢
S & § E aj,k(x7D>fk
k=0 ||j=k+4 a,
J=kt KpiBs,

En utilisant le lemme 2.1.3 et la proposition 2.1.1 nous obtenons

[ee] B o0 )
Z aji(z, D) fy < ¢ Z ||2jsaj,k(:c, D)ka?(g,q
> ) B
< ellfillfge o 2 [lan- 25|
j=k+4

D’aprés 2.2.1, donc

[ D) llggay < el igyo g
= el i
< c ||fHK;,qBZ+m+ﬁf(176)r
<

¢ HfHK;“’qu“"?

car (1 —0)r > 2.
Etape 3. Preuve de (iii). 11 suffit d’estimer a® (2, D). Considérons deux cas.

Cas 1. i+% < 1. Soit pil = % + % et py = p. Alors nous avons

. . s+(1-0)r—2 .
K29Bj — K2 Boo " — KB,
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2.2. Principaux résultats

En appliquant le lemme 2.1.6, on obtient

6 D) gzam < 0 DI g
o k+3
< CZ Z llajx (2, D) fill geooa -
k=0 j=k—3
Par la proposition 2.1.1, nous obtenons
k+3 k+3
> llasal@ D) fellige < ¢ D [[laanto 2y _|| il
j=k—3 j=k—3 o

< @I | fl

donc

Ha(z)(:p,D)fH < C||f||;‘<gﬂB{”‘“‘5)""

¢ ||f||f<gﬂ3;+m ’

oi s=—(1-20)r

Cas 2. i %—IlJ < 1. Soit p; = min(1,p) et

H, si p<u,
M1 = :
max(1,p), si p>p
Observe que
o, pl—n _ pra, s+(1-6)r—2 - 0,q 1S
KB = KB " — KBS,
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2.2. Principaux résultats

Soitrl>0et(51>Otelsquer—ﬁ:rl—ﬂet(Sr:(Slrl.Soitp%:

1
m + o Alors

L
2}

a € SBJ(r, p,v; N, A) et

:ﬁ—n—(l—él)Tl—ﬁ

n
8__
b b1 D2

Soit p = min(1, p;). Observez celasip > lalors p=p; = letsi0 < p < 1, alors p = p; = p.

Donc
S—E:ﬁ—n—(l—él)rl—ﬁ.
p P P2

et po > p. En appliquant a nouveau le lemme 2.1.6, nous obtenons

IN

la® (@ D) f|lggap, < a® (@ D]

. ﬂ*’n
K382

[e'e) k+3 /o
k(Z—n)o g
S C <22 (p ) Z ||a]7k(l',D)kaKgl,q>
k=0

j=k—3
< cllf]

. m+2—n—(1-61)r1
K&1pB P
r2 o

par la proposition 2.1.1, ot ¢ = min(1, p1, ¢). Notre estimation suit 'inclusion de Sobolev

. . m+2—n—(1-61)r1
«,q PS+m a,q D
KS9B5t™ — K%9B,

La preuve est terminée. m
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Chapitre 3

Continuité des opérateurs

pseudo-différentiels sur les espaces

g
Ky F;

Dans ce chapitre, on étudie la continuité des opérateurs pseudo-differentiels sur les es-
paces de Herz-type Triebel-Lizorkin. Soit {F ®; }; une résolution d’unité. Pour une fonction

a:R"™ x R" — C, nous écrivons

Soit 0 <pu<oo,0<wv<o00,1<A<00, 0<6<1, (1—5)7’2%6'{, N > %. L’espace

Fl (BY) est I'ensemble des distributions tempérées a € S'(R™ x R") tel que

< Q.
LE(Lv)

ol oy = {2 st g},
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3.1. Résultats auxiliaires

Soit m,r, N e R,0<§<1,0< pu<o0,0<v< o0, 1§)\§oo(1—(5)r2ﬁet]\7>§.

On dit qu’'un symbole a appartient & SFJ"(r, u, v; N, A) si

sup 2~km HHa(x,Zk-)]:gok(2k~)HBN H < 00,
k Asoo H Lo (d)

sup 2~ km+or) Ha(x, 2k~)]:g0k(2k')| < 00,
k

Fﬁav (ng\ioo

qui introduit par J. Marschall [18]. Remarque que
SF{(r, 03 N, A) = SF§ (11, gy, 03 N, A), (3.0.1)

SiO<,u<,u1§oo,0<v§oo,r—§:r1—“ﬂlet57“:51r1.

3.1 Reésultats auxiliaires

Lemme 3.1.1 Soit 0 < a < 1 et 0 < q¢ < oco. Soit {ex}ren, une suite de nombres réels

positifs, tels que |[{ex} |, = 1 < oo. La suite
{(Sk : (Sk = Za|k_j€j} s
J=0 keNg

dans 01 et

{0k} llge <l
avec ¢ ne dépend pas de a et q.

Lemme 3.1.2 Soit s e R,A,B > 0,0 < p,q < o0 et a > -2 Soit { fi}ien, une suite des

fonctions telles que

suppF fo C {£ € R" 1 [¢] < A},
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3.1. Résultats auxiliaires

et

suppF f; C {¢ € R™: B2 < |¢] < A2},

1l existe une constante ¢ > 0 telle que les inégalités suivantes

> 1
=0

s 1/8
<c (Z?sﬁ!ﬁ!ﬁ) , 0<p,q<oo.
KquFs

= g )
Pour la preuve voir [1] et [6].

Proposition 3.1.1 Soit 0 < p1,p2,q¢ < 00,0 < < o0 etl <\ < oo avee pil =14

Soit a : R" x R" — C un symbole borné et mesurable tel que
suppa(z,) C {€ € R : [¢] < 2F}.
Sipr>1lousi0O<p <1et
suppF f C {€ e R" : [¢] < 2*},
et si N >n max{%, %,% + piz} , alors
la(e, D)f@)| < clla(, 2%)py_M-f(2),  zeR,

pour tout k € Ny, avec la constante implicite ne dépendant pas de k.

Pour la preuve voir [19].

Lemme 3.1.3 Soit A,B > 0,0 < p,q,3 < o0 et a > -5 Soit s > n(max{1,1/p} — 1).

Soit { fi}ien, soit une suite de fonctions telle que
suppF f; C {£ € R™ : [¢] < A2"H'}
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3.2. Principaux résultats

Puis il tient que

>

=0

f

oo /B
Se (Zfsﬁlleﬁ) , 0<p,q<oo
Ky iFs

=0 o
Kp 7‘1(Rn)

Pour la preuve voir [1] et [6].

3.2 Principaux résultats

Nous présentons un théoréme décrivant la continuité des opérateurs pseudo-différentiels

dans K;WFE’.

Théoréme 3.2.1 Soits € R,0<p,g<00,0<f<o0eta>—2 Soitac SEP(r, g, v; Ny A)

et f € S(R") telque0<,u,v§oo,r>0,(1—(5)7“2ﬁetlg)\goo. Soit N >n

max{%,%,%—i—%,%}, et
1 1 1
nmax{l,—+ -} —n— (1 —=90)r <s<r—nmax{— — —,0},
Bwoop B P

alors a(x, D) f(x) est une application linéaire continue de Kg7ng+m a K;’ng.

Preuve. Soit {F;}jen, une résolution de d'unité.

a’j,k(x>£) = f_l(f%(ﬁ)j:za(>f))f¢k(f)
Nous décomposons le symbole en trois parties

a(z,€) = aW(x,€) +a®(2,€) + a®(z,¢),
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3.2. Principaux résultats

ol
oo k—4

a(l)(:(:, £) = Z Z ajr(z,§),

k=4 j=0

oo k+3

a?(z,¢) = Z Z ajx(x,§),

k=0 j=k—3

(2,6 =" Y au(e.8).

k=0 j=k+4
Etape 1. Nous montrerons dans cette étape qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

pour tout f € S(R™)

0@, D)l gy < €l Flligaryn (32.1)

Observez que Z;‘:g ajk(z, D) fi, asonspectre en {& € R™ : ¢;2F < [¢] < 2}, oty >0
et co > 0 sont indépendants de k. Ensuite, nous pouvons appliquer le lemme 3.1.2 pour

obtenir

k—4
|a® @, D) fllggary <€ {2’“32aj7k<w>fk} |
j=0

kil i (e8)

ou fi := p*x f. Montrons que la derniére quasi-norme est bornée par

¢ ||f\|K;qu;+m :

Selon la proposition 3.1.1, le coté gauche ne dépasse pas le lemme 2.1.2

M- 00 gy < N2 fidillggages

< el flligargn

avec 1 = max{
T

N[

32+ 5+ 5} Ceci la termine la preuve de 3.2.1.
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3.2. Principaux résultats

FEtape 2. Nous montrerons dans cette étape qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que
pour tout f € S(R")

Ha(Q)(x7D)fHKSs‘1F§ S C||f||Kg,qF§+m .

Nous avons 2522_3 a;jr (x,D) fr ason spectre en {f eR":[¢] < 022’“} ol ¢y indépen-

dant de k. Soit pil = l% + ]%. Depuis (1 —4)r > 2, nous avons I'inclusion

(1—5)7’—%

o, s+(1-0)r o, s+ a,
K9 F; — KO9F < KO3,

voir le théoréme 1.3.4. Par le lemme 3.1.3, ce qui est possible puisque s > nmax{1, /% + %} —

n—(1—=29)r,

k+3
Ha(?’)(x,D)fHKg,ng < {Qk(s+(1_5)r) Z aj’k<x’D)fk}

J=ks kllgaes)
On a
k+3
090 3™ 4 (2, D) filw)
j=k—3
k+3
< Csupzk((l—é)r—m) Z aj?k(szk) MT(Qk(S+m)fk)($)7
k .
j=k—3

N
B)\,oo

par la proposition 3.1.1 avec 6 > n. Prendre la norme (> et ensuite le K;’q norme nous

obtenons par I'inégalité de Holder que

[ D) ligary < el {EMARE )l
c || {2k(8+m)fk}kHK§’q(£5)

< el gy

IN
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3.2. Principaux résultats

1

7—_

).

Etape 3. Nous allons prouver dans cette étape qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

par le lemme 2.1.2, avec max(%, %, etz

SR
|

pour chaque f € S(R")

Ha(g)(% D)fHngqu <c ||f||K§’qu+m .

On peut appliquer le lemme 3.1.2, ce qui est possible puisque s < r — nmax{l% — %,O},

obtenir

||a(3)(x, D)fHK,‘,’ng <c

{2js Z%,k(% D)fk}
k=0

Nous définissons p; = max(u,p). Soit 71 > 0 et d; > 0 tels que r — L= u% et

kIR (68)

or = 017r1. Alors

1 1
ry =r —nmax{— — —, 0},
p

et

SB"(r, pt,v; N, A) — SF{! (11, py, v; N, A),

voir 3.0.1. Par la proposition 3.1.1,

2" a; x (2, D) fi(2)]

IN

CN HCLL]C(%, 2k) ||Bf\voo MT(kafk)(.I)

< Cn27 sup “2r1iai,k(az, 2’“-)HBivoo M (28 ) (),

pour tout x € R". Soit

g = M(2¥f.) keN.

En appliquant le lemme 3.1.1 on obtien

la® (z, D)

Kyirg
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3.2. Principaux résultats

peut étre estimé par

c

{2 a0a(0, 220}

ll g en)

<c

{2—k(m+(517’1) sup H27’1iai7k(x’ 2k) ||BN ®) 2k‘(m—(1—51)7‘1)gk}
i A,00 k

g (e9)

Soit }D = /%1 + p% et en appliquant I'inégalité de Holder, nous estimons le dernier terme par

A

H {MT<2k(s+m*(lf61)T1)Tfk)}kHKgéq(w) < c H{(Qk(erm*(lfle)rl)‘r |fk‘7>%}

k‘ Kp3(¢8)

>~ C Hf“['{quFngm*(l*‘Sl)"'l (R")
¢ ||f||K§’qF§+m(R”) )
ol nous avons utilisé le lemme 1.2.1 et 'inclusion

ra,q Ts+m g prstm—(1-3)r1
KOapshm < KOs .

La preuve est terminée. m
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