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Introduction

Un opérateur di¤érentiel est un opérateur de la forme :

a(x;D) =
X
j�j�m

a(x)(�i)j�j@�;

avec a : Rn ! C. Si on pose a(x; �) =
P
j�j�m

a(x)�� on optient

a(x;D)f(x) =
1

(2�)n

Z
eix�a(x; �)Ff(�)d�;

où f 2 S(Rn). Ainsi, a une fonction a(x; �) : Rn � Rn ! C (qu�on appelera alors symbole)

on associe un opérateur a(x;D)f , dit opérateur pseudo-di¤érentiel, par :

a(x;D)f(x) =
1

(2�)n

Z
eix�a(x; �)Ff(�)d�:

Dans ce mémoire, nous sommes intéressés d�étudier la continiuté de certains opérateurs

pseudo-di¤érentiels sur les espaces de Herz-type Besov-Triebel-Lizorkin.

Ce travail est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques propriétés des espaces de Herz et Herz-

type Besov et Triebel-Lizorkin et quelques résultats qu�on utilisera par la suite. Plus préci-

sément, on donne la dé�nition de la décomposition de Littlewood-Paley d�une distribution
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Introduction

tempérée. On donne quelques inégalités nécessaires pour ce travail, comme l�inégalité de

Plancherel-Polya-Nikolskij.

Dans le deuxième chapitre, on s�intéresse à la continuité des opérateurs pseudo-di¤érentiels

sur les espaces de Herz-type Besov.

En�n, dans le troisième chapitre on s�intéresse à la continuité des opérateurs pseudo-

di¤érentiels sur les espaces de Herz-type Triebel-Lizorkin.
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Notation

� N : la collection de tous les nombres naturels.

� N0 = N [ f0g:

� Z : l�ensemble de tous les nombres entiers.

� Rn : l�espace Euclidien.

� C : l�ensemble des nombres complexes.

� C1(Rn) la classe des fonctions indé�niment di¤érentiables.

� S(Rn) est l�espace des fonctions C1(Rn) à décroissances rapides ou la classe de

Schwartz.

� S 0(Rn) est l�espace des distributions tempérées.

� On dé�nit la transformation de Fourier par :

F(f)(�) =
Z
Rn

e�ix�f(x)dx; f 2 S(Rn);

et sa transformée de fourier inverse est :

F�1(f)(x) = (2�)�n
Z
Rn

eix�f(�)d�:
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Notation

� Soient 0 < p � 1 et 
 � Rn. Lp (
) est l�espace de Lebesgue des fonctions mesurables

f telle que :

kf j Lp (
)k =
��R



jf (x)jp dx

� 1
p si 0 < p � 1

sup-ess jf (x)j si p =1 :

Si 
 = Rn, on pose Lp (Rn) = Lp et kf j Lp (Rn)k = kfkp.

� `q est l�espace de suites (ak)k telle que :

k(ak)kk`q =
 1X
k=0

jakjq
!1=q

<1:

� Soient 0 < p � 1; 0 < q < 1; alors `q(Lp) est l�espace de suites de fonctions

ffkgk � S 0(Rn) telle que :

kffkgkk`q(Lp) =
 1X
k=0

kfkkqp

!1=q
<1:

� p0 est l�exposant conjugue de p ou 1
p
+ 1

p0 = 1:

� Soient X et Y deux espaces quasi-normées, on dit que X ,! Y s�il existe c > 0 telle

que :

kfkY � c kfkX ; 8f 2 X:

� Soit f : Rn �! C supp f est le support de f

supp f = fx 2 Rn; f(x) 6= 0g:

� B(x; r) la boule ouverte de centre x et de rayon r

B(x; r) = fy 2 Rn : jy � xj < rg :

� f 2 Lloc1 : f localement intégrable.
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Notation

� f � g(�) =
R
Rn f(� � y)g(y)dy est la convolution de f et g.

� �E est la fonction caracteristique sur E � Rn.

� �v;m(x) = 2nv(1 + 2v jxj)�m, x 2 Rn, v 2 N0 et m > 0.
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Chapitre 1

L�espace de Herz type

Besov-Triebel-Lizorkin

Il est bien connu que les espaces fonctionnels jouent un rôle important dans l�analyse

harmonique et les équations aux dérivées partielles. Notre objectif est de présenter quelques

résultats pour les espaces Herz type Besov-Triebel-Lizorkin.

1.1 L�espace de Herz

L�objet de ce section est de rappeler les notions essentielles pour les espaces de Herz qui

seront utilisées dans la suite de ce mémoire. On pose

Bk := B(0; 2
k) ; Rk := Bk nBk�1 et �k = �Rk ; k 2 Z:

Dé�nition 1.1.1 Soit � 2 R, 0 � p; q � 1. L�espace de Herz homogène _K�;p
q (Rn) est

dé�nie par

_K�;p
q (Rn) := ff 2 Lqloc(Rnnf0g) : kfk _K�;p

q (Rn) <1g;
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1.2. Inégalité Plancherel-Polya-Nikolskij

telle que

kfk _K�;p
q (Rn) =

 1X
k=�1

2k�p kf�kk
p
q

!1=p
<1;

avec une petite modi�cation si p =1 et/ou q =1.

Remarque 1.1.1 Les espaces _K�;p
q (Rn) sont des espaces quasi-Banach et si min(p; q) � 1

alors _K�;p
q (Rn) sont des espaces de Banach. Si � = 0 et 0 < p = q � 1 alors _K�;p

q (Rn)

coincide avec les espaces de Lebesgue Lp. Si 0 < p1 � p2 � 1, alors on peut en déduire

l�inclusion.

_K�;p1
q (Rn) ,! _K�;p2

q (Rn):

On trouvera une discussion détaillée des propriétés de ces espaces dans [16].

1.2 Inégalité Plancherel-Polya-Nikolskij

Cette inégalité joue un role important dans la théorie des espaces fonctionnels et les

équations aux dérivées partielles. Notre objectif est de étudie ce résultat aux espaces de

Herz. Commencons par le lemme suivant.

Lemme 1.2.1 Soit r; R > 0 et m > n. Il existe c = c(r;m; n) > 0 tel que pour tout

g 2 S 0(Rn) avec suppFg � �B(0; R) nous avons

jg(x)j � c(�R;m � jgj
r (x))1=r; x 2 Rn:

L�inégalité classique de Plancherel-Polya-Nikolskij voir [23], dit que kfkq peut etre estimé

par

c Rn(1=p�1=q) kfkp ;
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1.2. Inégalité Plancherel-Polya-Nikolskij

pour tout 0 < p � q � 1; R > 0 et tout f 2 Lp \ S 0
(Rn) avec suppFf � �B(0; R). La

constante c > 0 est indépendante de R.

Lemme 1.2.2 Soit �1; �2 � 0 et 0 < s; p; q; r � 1. On suppose que �1 + n=s > 0; 0 < q �

s � 1 et �2 � �1, alors il existe une constante positive c > 0 indépendante de R telle que

pour tout f 2 _K�2;p
q (Rn) \ S 0(Rn) avec suppFf � �B(0; R) nous avons

kfk _K�1;r
s (Rn) � c Rn=q�n=s+�2��1 kfk _K�2;�

q (Rn) ;

où

� =

8><>: r si �2 = �1

p si �2 > �1

:

Remarque 1.2.1 Nous voudrions mentionner que le lemme précédent généralise le clas-

sique Plancherel-Polya-Nikolskij �1 = �2 = 0; r = s et en utilisant `q ,! `s: Dans le lemme

précédent, nous n�avons pas traité le cas s � q. Le lemme suivant donne un réponse positive.

Lemme 1.2.3 Soit �1; �2 2 R et 0 < s; p; q; r � 1. On suppose que �1 + n=s > 0; 0 < s �

q � 1 et �2 � �1 + n=s� n=q alors il existe une constante positive c > 0 indépendante de

R telle que pour tout f 2 _K�2;p
q (Rn) \ S 0(Rn) avec suppFf � �B(0; R) nous avons

kfk _K�1;r
s (Rn) � c Rn=q�n=s+�2��1 kfk _K�2;p

q (Rn) :
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1.3. Les espaces _K�;p
q Bs� et _K

�;p
q F s�

1.3 Les espaces _K�;p
q Bs� et _K�;p

q F s�

Dé�nition 1.3.1 Soit une fonction dans S(Rn) satisfaisant 	(x) = 1 pour jxj � 1 et

	(x) = 0 pour jxj � 1. On pose

'0(x) = 	(x); '1(x) = 	(x=2)�	(x)'j(x) = '1(2�j+1x) pour j = 2; 3; ::::

En suite, nous avons

supp'j �
�
x 2 Rn : 2j�1 � jxj � 3 � 2j�1

	
;

'j(x) = 1 pour 3 � 2j�2 � jxj � 2j et

	(x) +
1X
j=0

'j(x) = 1;

pour tout x 2 Rn. Le système de fonction
�
'j
	
j2N0

s�appelle résolution de l�unité. Nous

dé�nissez les opérateurs de convolution �j par :

�jf = F�1'j � f; j 2 N et �0f = F�1	 � f; f 2 S 0(Rn):

On obtient ainsi la décomposition de Littlewood-Paley

f =

1X
j=0

�jf;

pour tout f 2 S 0(Rn)(convergence en S 0(Rn)).
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1.3. Les espaces _K�;p
q Bs� et _K

�;p
q F s�

Dé�nition 1.3.2 (i) Soient s 2 R et 0 < p; � � 1: L�espace de Besov Bsp;� est l�ensemble

des tous f 2 S 0(Rn) tel que

kfkBsp;� =
 1X
j=0

2js� k�jfk�p

!1=�
<1;

avec une petite modi�cation si � =1:

(ii) Soient s 2 R; 0 < p < 1 et 0 < � � 1. L�espace de Triebel-Lizorkin F sp;� est

l�ensemble de tous les f 2 S 0(Rn) tel que

kfkF sp;� =








 1X
j=0

2js� j�jf j�
!1=�







p

<1;

avec une petite modi�cation si � =1:

La théorie des espacesBsp;q et F
s
p;� a été développé en détail dans [23]. Si p = q =1; s > 0;

on récupère les espaces de Hôlder-Zygmund Cs = Bs1;1.

Dé�nition 1.3.3 (i) Soient �; s 2 R et 0 < p; q; � � 1. L�espace Herz-type Besov _K�;p
q Bs�

est l�ensemble de tous les f 2 S 0(Rn) tel que

kfk _K�;p
q �s�

=

 1X
j=0

2js� k�jfk�_K�;p
q (Rn)

!1=�
<1;

avec une petite modi�cation si � =1:

(ii) Soient �; s 2 R et 0 < p; q <1 et 0 < � � 1. L�espace Herz-type Triebel-Lizorkin

type _K�;p
q F s� est l�ensemble de tous les f 2 S 0(Rn) tel que

kfk _K�;p
q F s�

=








 1X
j=0

2js� j�jf j�
!1=�







_K�;p
q (Rn)

<1;

avec une petite modi�cation si � =1:
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1.3. Les espaces _K�;p
q Bs� et _K

�;p
q F s�

Pour plus de details sur ces espaces voir [26], [27], [28], [29] et [30]. Pour s 2 R; 0 < p � 1

(0 < p <1 pour l�espaces _K0;p
p F

s
�) et 0 < � � 1 on a

_K0;p
p B

s
� = B

s
p;� et _K0;p

p F
s
� = F

s
p;�:

Théorème 1.3.1 Soient s 2 R; 0 < p; q � 1 et � > �n=q.

(i) Si 0 < �1 � �2 � 1; alors

_K�;p
q Bs�1 ,! _K�;p

q Bs�2 et _K�;p
q F s�1 ,! _K�;p

q F s�2 :

(ii) Si 0 < �1 � �2 � 1 et " > 0; alors

_K�;p
q Bs+"�1

,! _K�;p
q Bs�2 et _K�;p

q F s+"�1
,! _K�;p

q F s�2 :

(iii) Si 0 < p1 � p2 � 1; alors

_K�;p1
q Bs� ,! _K�;p2

q Bs� et _K�;p1
q F s� ,! _K�;p2

q F s� :

(iv) Si 0 < q1 � q2 � 1; alors

_K�;p
q2
Bs� ,! _Kr;p

q1
Bs� et _K�;p

q2
F s� ,! _Kr;p

q1
F s� ;

où r = �� n(1=q1 � 1=q2):

Le théorème suivant donne des inclusions de base pour les espaces _K�;p
q Bs� et _K

�;p
q F s� :

Théorème 1.3.2 Soient s 2 R; 0 < p; q <1; 0 < � � 1 et � > �n=q. On a

_K�;p
q Bsmin(�;p;q) ,! _K�;p

q F s� ,! _K�;p
q Bsmax(�;p;q):

11



1.3. Les espaces _K�;p
q Bs� et _K

�;p
q F s�

Théorème 1.3.3 (i) Soient s 2 R; 0 < p; q; � � 1 et � > �n=q. L�espace de Herz type

Besov _K�;p
q Bs� est un espace quasi-Banach. On a

S(Rn) ,! _K�;p
q Bs� ,! S 0(Rn);

si 0 < p; q; � <1; s 2 R et � > �n=q et S(Rn) est dense dans _K�;p
q Bs�:

(ii) Soient s 2 R; 0 < p; q < 1; 0 < � � 1 et � > �n=q: L�espace de Herz-type

Triebel-Lizorkin _K�;p
q F s� est un espace quasi-Banach. On a

S(Rn) ,! _K�;p
q F s� ,! S 0(Rn);

si s 2 R; 0 < p; q; � <1 et � > �n=q et S(Rn) est dense dans _K�;p
q F s� :

Théorème 1.3.4 Soient �1; �2 et s1,s2 2 R; 0 < s; p; q; r; � � 1; �1 > �n=s et �2 > �n=q.

Nous supposons que

s1 � n=s� �1 � s2 � n=q � �2:

(i) Soient 0 < q � s � 1 et �2 � �1 ou

0 < s � q � 1;

et

�2 + n=q � �1 + n=s:

Alors

_K�2;�
q Bs2� ,! _K�1;r

s Bs1� ;
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1.3. Les espaces _K�;p
q Bs� et _K

�;p
q F s�

où

� =

8><>: r si �2 + n=q = �1 + n=s; s � q ou �2 = �1; q � s

p si �2 + n=q = �1 + n=s; s � q ou �2 > �1; q � s
:

(ii) Soient 0 < q < s <1 et �2 � �1 ou 0 < s � q <1 et

�2 + n=q � �1 + n=s:

Alors

_K�2;r
q F s2� ,! _K�1;p

s F s1� ;

où

� =

8><>: � si 0 < s � q <1 et �2 + n=q = �1 + n=s

1 si non
:

Pour la preuve voir [4] et [5].
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Chapitre 2

Continuité des opérateurs

pseudo-di¤érentiels sur les espaces

_K
�;q
p Bs�

Dans ce chapitre, on étudie la continuité des opérateurs pseudo-di¤erentiels sur les es-

paces de Herz-type Besov. Un opérateur pseudo-di¤érentiel avec le symbole a est di�nie

par

a(x;D)f(x) =
1

(2�)n

Z
eix�a(x; �)Ff(�)d�;

où f 2 S(Rn). Pour une fonction a : Rn � Rn �! C, on pose

aj(x; �) = F�1
y�!x(F'j(y)Fa(y; �)):

Soit 0 < � � 1; 1 � � � 1; r � n
�
et N > n

�
. L�espace Br�;�(B

N
�;1) est l�ensemble des

distributions tempérées a 2 S 0(Rn � Rn) tel que

kakBr�;�(Bn�;1) =




n2jr kaj(x; �)kBN�;1(Rn)oj






`�(L�)

<1:

14



2.1. Résultats auxiliaires

Soit m; r;N 2 R; 0 � � � 1; 0 < � � 1; r > n
�
et N > n

�
. On dit qu�un symbole a

appartient à SBm� (r; �; �;N; �) si

sup
k
2�km






a(x; 2k�)F'k(2k�)

BN�;1(Rn)


L1(dx) <1;
sup
k
2�k(m+�r)



a(x; 2k�)F'k(2k�)

Br�;�(BN�;1) <1;
qui introduit par J. Marschall [18] et [19]. Choisir � = � = N = � = 1, ces symboles

incluent les classes classiques de Hörmander Sm1;�. De plus la classe SB
m
0 (r; �; �;1; 1) égale

à la classe S 0(B(1;:::;1);r�;� )m de M. Yamazaki [31]. Remarque que

SBm� (r; �; �;N; �) ,! SBm�1(r1; �1; �;N; �);

si 0 < � < �1 � 1; 0 < � � 1; r � n
�
= r1 � n

�1
et �r = �1r1.

2.1 Résultats auxiliaires

Le lemme suivant est le _K�;p
q -version de Franke [7].

Lemme 2.1.1 Soit � 2 R; 0 < p; q � 1; 
 > 0 et ! 2 S(Rn). Pour toute suite ffjgj2N �

S 0(Rn) \ _K�;p
q (Rn) avec suppFfj � f� 2 Rn : j�j � 
2jg nous avons

k!l � fjk _K�;q
p (Rn) � c2

(j�l)" kfjk _K�;q
p (Rn) ;

où !l = 2ln!(2l�); l � j � 1 et " = max(0; n
p
� n). La constante c > 0 est indépendante de

j et l:

15



2.1. Résultats auxiliaires

Preuve. Supposons d�abord que 1 � p � 1. Comme ! 2 S(Rn) nous avons pour tout

x 2 Rn; N > n

j!l � fj(x)j � c(�l;N � jfjjq(x))
1
q :

On a

k!l � fjk _K�;p
q (Rn) � c kfjk _K�;p

q (Rn) :

Soit maintenant 0 < p < 1. En appliquant le lemme 1.2.1, nous avons

jfj(y)j � c(�j;L � jfjj
p (y))1=p; L > n; y 2 Rn:

Par conséquent

j!l � fj(x)j � c�l;N � (�j;N � jfjj
p)1=p(x)

= c

Z
Rn
�l;N(x� y)(�j;L � jfjj

p (y))1=pdy;

où c > 0 est indépendant de j et l, qui peut être récrit par

c2l(n�
n
p
)

Z
Rn

�Z
Rn
�l;Np(x� z)�j;L�Np(y � z) jfj(z)j

p dz

�1=p
dy:

Par conséquent, l�inégalité de Minkowiski donne

j!l � fj(x)j � c2(l�j)(n�
n
p
)



�j;L

p
�N





1
(�l;Nq � jfjj

p (x))1=p

� c2(l�j)(n�
n
p
)(�l;Np � jfjj

p (x))1=p;

16



2.1. Résultats auxiliaires

pour tout L assez grand et tout x 2 Rn avec N > max(n; n
p
); donc

k!l � fjk _K�;q
p (Rn) � c2(l�j)(n�

n
p
)



�l;Np � jfjjp


 1p_K�p;

q
p

1 (Rn)

� c2(l�j)(n�
n
p
) kfjk _K�;q

p (Rn) :

La preuve est terminée.

La proposition suivante joue un rôle fondamental dans cette section.

Proposition 2.1.1 Soient 0 < p1; p2; q � 1; 0 < � � 1 et 1 � � � 1 avec 1
p1
= 1

p2
+ 1

�
.

Soit a : Rn � Rn �! C un symbole borné et mesurable tel que

suppa(x; �) �
�
� 2 Rn : j�j � c2k

	
:

Si p1 � 1 ou si 0 < p1 < 1 et

suppFf �
�
� 2 Rn : j�j � c2k

	
;

et si N > n max
n
1
2
; 1
�
; �
n
+ 1

p2

o
; alors

ka(x;D)fk _K�;q
p1
(Rn) � c






a(�; 2k�)


BN�;1





�
kfk _K�;q

p2
(Rn) ;

pour tout k 2 N0; avec une constante c ne dépendant pas de k.

Pour la preuve voir [6].

Dé�nition 2.1.1 Supposons que f est un fonction localement intégrable sur Rn, i.e.f 2 L1loc.

Pour tout x 2 Rn, la fonction maximale de Hardy-littlewoodMf(x) est dé�nie par

Mf(x) = sup
r>0

1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy;

17



2.1. Résultats auxiliaires

et

M�(f) := (M(jf j�)) 1� ; 0 < � <1:

Lemme 2.1.2 Soient 1 < � < 1: 1 < p < 1 et 0 < q � 1: Si ffjg1j=0 est une suite de

fonctions localement intégrables sur Rn et n
p
< � < n(1� 1

p
); alors








 1X
j=0

(Mfj)
�

!1=�






_K�;p
q (Rn)

� c








 1X
j=0

jfjj�
!1=�







_K�;p
q (Rn)

:

Pour la preuve voir [25].

Lemme 2.1.3 Soient s 2 RA;B > 0; 0 < p; q � 1 et � > �n
p
. Soit fflgl2N0 une suite des

fonctions telles que

suppFf0 � f� 2 Rn : j�j � Ag ;

et

suppFfl �
�
� 2 Rn : B2l+1 � j�j � A2l+1

	
:

Il existe une constante c > 0 telle que les inégalités suivantes







1X
l=0

fl







_K�;q
p Bs�

� c
 1X
l=0

2ls� kflk�_K�;q
p (Rn)

!1=�
; 0 < p; q <1:

Preuve. Soit
�
F'j

	
j2N0

la résolution de l�unité. En utilisant les propriétés de support

de Ffl et F'j, la somme 'j �
P1

l=0 fj deviennent
Pk2

i=�k1 'j � fj+i pour certains nombres

naturels k1; k2 2 N0. Observez cela

��'j � fj+i�� � cMt jfj+ij ;
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2.1. Résultats auxiliaires

avec 0 < t < min(p; 1
�
n
+ 1
p

); donc







1X
l=0

fl







_K�;q
p Bs�

� c

k2X
i=�k1




�2jsMt jfj+ij
	
j





`�( _K�;q

p (Rn))

� c

k2X
i=�k1




�2jsfj+i	j


`�( _K�;q
p (Rn))

;

par lemme 2.1.2

Nous avons besoin des inégalités de Marschall, voir [18].

Lemme 2.1.4 Soit A > 0 et R � 1. Soit b 2 D(Rn) et la fonction f 2 C1(Rn) tel que

suppFf � f� 2 Rn : j�j � ARg et suppb � f� 2 Rn : j�j � Ag :

Alors

jF�1b � f(x)j � c2(1� 1
t
)jn(AR)

n
t
�n 

b(2j�)



B
n
t
1;t

Mt(f)(x);

pour tout 0 < t � 1 et tout x 2 Rn où c est indépendant de A;R; b; j et f:

Lemme 2.1.5 Soient A;B > 0; 0 < p; q; � � 1 et � > �n
p
. Soit s > n(maxf1; 1=pg � 1).

Soit fflgl2N0 une suite de fonctions telle que

suppFfl � f� 2 Rn : j�j � A2l+1g:

On a 





1X
l=0

fl







_K�;q
p Bs�

� c


�2lsfl	l

`�( _K�;q

p (Rn)) ; 0 < p; q <1:

Pour la preuve voir [1] et [6].
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2.2. Principaux résultats

Lemme 2.1.6 Soient A > 0; 0 < p; q � 1 et � > �n
p
. Soit fflgl2N0 une suite de fonctions

tel que

suppFfl �
�
� 2 Rn : j�j � A2l+1

	
:

Soit s = n (max f1; 1=pg � 1). Alors il reste que pour une constante c > 0







1X
l=0

fl







_K�;q
p Bs�

� c


�2lsfl	l

`min(1;p;q)( _K�;q

p (Rn)) : (2.1.1)

De plus, si le côté droit de 2.1.1 est �ni, alors
nPN

l=0 fl

o
N
converge dans S 0(Rn).

Pour la preuve voir [6].

2.2 Principaux résultats

Le théorème suivant concernant la continuité des opérateurs pseudo-diférentiels sur les

espaces de Herz-type Besov.

Théorème 2.2.1 Soient s 2 R; 0 < p; q; � � 1 et � > �n
p
. Soit a 2 SBm� (r; �; �;N; �)

et f 2 S(Rn) tel que 0 < �; � � 1; r > 0; (1 � �)r � n
�
et 1 � � � 1. Soit N > n

max
n
1
2
; 1
�
; �
n
+ 1

p

o
:

(i) Si

nmaxf1; 1
�
+
1

p
g � n� (1� �)r < s < r � nmaxf 1

�
� 1
p
; 0g;

alors a(x;D)f(x) est une application linéaire continue de _K�;q
p Bs+m� à _K�;q

p Bs�.

(ii) Si (1� �)r � n
�
; � � q � 1 et

s := r � nmaxf 1
�
� 1
p
; 0g;

alors a(x;D)f(x) est une application linéaire continue de _K�;q
p Bs+m� à _K�;q

p Bs�.
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2.2. Principaux résultats

(iii) Si (1� �)r � n
�
; 0 < � � minf1; p; qg et

s := nmaxf1; 1
�
+
1

p
g � n� (1� �)r;

alors a(x;D)f(x) est une application linéaire continue de _K�;q
p Bs+m� à _K�;q

p Bs�.

Preuve. Soit fF'kgk une résolution d�unité. Nous �xons

aj;k(x; �) = F�1
��!x(F'j(�)Fx�!�a(�; �))F'k(�):

Nous décomposons le symbole en trois parties

a(x; �) = a(1)(x; �) + a(2)(x; �) + a(3)(x; �);

où

a(1)(x; �) =
1X
k=4

k�4X
j=0

aj;k(x; �);

a(2)(x; �) =
1X
k=0

k+3X
j=k�3

aj;k(x; �);

a(3)(x; �) =
1X
k=0

1X
j=k+4

aj;k(x; �):

Comme dans Marschall [35], il su¢ t d�estimer a(i), i = 1; 2; 3 dans les espaces _K�;q
p Bs�.

Étape 1. Preuve de (i).

Sous-étape 1.1. Nous allons prouver dans cette étape qu�il existe une constante c > 0

telle que pour chaque f 2 S(Rn)



a(1)(x;D)f

 _K�;q
p Bs�

� c kfk _K�;q
p Bs+m�

:
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2.2. Principaux résultats

Observez que
Pk�4

j=0 aj;k (x;D) fk a son spectre en
�
� 2 Rn : c12k � j�j � c22k

	
. Ensuite

nous peut appliquer le lemme 2.1.3 pour obtenir



a(1)(x;D)f

 _K�;q
p Bs�

� c








(
2ks

k�4X
j=0

aj;k(x;D)fk

)
k








`�( _K�;q

p )

;

où fk := 'k � f . Montrons que la dernière quasi-norme est borné par

c kfk _K�;q
p Bs+m�

:

Par la proposition 2.1.1






2ks
k�4X
j=0

aj;k(x;D)fk







_K�;q
p

� c















k�4X
j=0

aj;k(�; 2k�)






(BN�;1)









�



2ksfk

 _K�;q
p

� c2k(s+m) kfkk _K�;q
p

,

pour tout k 2 N0. Prendre la `�-quasi-norme et obtenir que



a(1)(x;D)f

 _K�;q
p Bs�

� c kfk _K�;q
p Bs+m�

:

Sous-étape 1.2. Nous allons prouver dans cette étape qu�il existe une constante c > 0

telle que pour chaque f 2 S(Rn)



a(2)(x;D)f

 _K�;q
p Bs�

� c kfk _K�;q
p Bs+m�

:

Observez que
Pk+3

j=k�3 aj;k(x;D) fk a son spectre en
�
� 2 Rn : j�j � c22k

	
. Soit 1

p1
= 1

�
+ 1

p
.

Comme (1� �)r � n
�
, nous avons l�inclusion de Sobolev

_K�;q
p1
B
s+(1��)r
� ,! _K�;q

p B
s+(1��)r�n

�

� ,! _K�;q
p Bs�:
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2.2. Principaux résultats

Par le lemme 2.1.5,



a(2)(x;D)f

 _K�;q
p Bs�

� c








(
2k(s+(1��)r)

k+3X
j=k�3

aj;k(x;D)fk

)
k








`�( _K�;q

p1
)

:

Montrons que la dernière quasi-norme est borné par

c kfk _K�;q
p Bs+m�

:

Soit

H =






2k(s+(1��)r)
k+3X
j=k�3

aj;k(x;D)fk







_K�;q
p1

. 1:

Par la proposition 2.1.1

H � c2k(1��)r















k+3X
j=k�3

aj;k(�; 2k�)






BN�;1









�



2ksfk

 _K�;q
p

� c


2k(s+m)fk

 _K�;q

p
,

pour tout k 2 N0. Prendre la `�-quasi-norme d�obtenir que



a(2)(x;D)f

 _K�;q
p Bs�

� c kfk _K�;q
p Bs+m�

:

Sous-étape 1.3. Nous allons prouver dans cette étape qu�il existe une constante c > 0

telle que pour chaque f 2 S(Rn)



a(3)(x;D)f

 _K�;q
p Bs�

� c kfk _K�;q
p Bs+m�

:
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2.2. Principaux résultats

Nous pouvons appliquer le lemme 2.1.3 pour obtenir



a(3)(x;D)f

 _K�;q
p Bs�

� c






(
2ks

j�4X
k=0

aj;k(x;D)fk

)
k







`�( _K�;q

p )

:

Montrons que la dernière quasi-norme est borné par c kfk _K�;q
p Bs+m�

. Nous dé�nissons �1 =

max(�; p). Soit r1 > 0 et �1 > 0 tels que r � n
�
= r1 � n

�1
et �r = �1r1. Soit 0 < � <

min(1; p; q). Alors






2js
j�4X
k=0

aj;k(x;D)fk







�

_K�;q
p

�
j�4X
k=0



2jsaj;k(x;D)fk

�_K�;q
p
:

Prouvons que



2ks+(j�k)r1aj;k(x;D)fk

 _K�;q
p
� c



2k(s+m+(1��1)r1)fk

 _K�;q
p2

;

où 1
p
= 1

�1
+ 1

p2
et 0 � k � j � 4. Observez que fk et aj;k(x;D) ont son spectre dans�

� 2 Rn : j�j � c22k
	
, par la proposition 2.1.1 et comme a 2 SBm� (r; �; �;N; �); � � q <1

et s = r1;
1X

j=k+4

2js�





aj;k(�; 2k�)fk

BN�;1


��1 � 2k(m+�1r1)�; (2.2.1)

le côté droite est borné par

c





2jr1aj;k(�; 2k�)fk

BN�;1


�1 

2k(s�r1)fk

 _K�;q

p2

� c


2k(s+m�(1��1)r1)fk

 _K�;q

p2

:

L�estimation souhaitée suit par la proposition 2.1.1 et les inclusions

_K�;q
p1
Bs+m� ,! _K�;q

p B
s+m�(1��)r+n

�

� ,! _K�;q
p B

s+m�(1��1)r1
� :
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2.2. Principaux résultats

Étape 2. Preuve de (ii). Il su¢ t d�estimer a(3)(x;D). Soient �1, r1 et �1 comme dans

Sous-étape 1.3. Soit % = min(1; p; q; �). Si � � q < 1, alors



a(3)(x;D)f

 _K�;q
p Bs�

=







1X
k=0

1X
j=k+4

aj;k(x;D)fk







_K�;q
p Bs�

� c

0B@ 1X
k=0







1X

j=k+4

aj;k(x;D)fk







%

_K�;q
p Bs�

1CA
1
%

:

En utilisant le lemme 2.1.3 et la proposition 2.1.1 nous obtenons







1X

j=k+4

aj;k(x;D)fk







�

_K�;q
p Bs�

� c

1X
j=k+4



2jsaj;k(x;D)fk

�_K�;q
p

� c kfkk�_K�;q
p2

1X
j=k+4

2js�





aj;k(�; 2k�)

BN�;1


��1 :

D�aprés 2.2.1, donc



a(3)(x;D)f

 _K�;q
p Bs�

� c kfk _K�;q
p2
B
m+�1r1
%

= c kfk
_K�;q
p B

s+m+n
��(1��)r�

n
�1

%

� c kfk
_K�;q
p B

s+m+n
��(1��)r

%

� c kfk _K�;q
p Bs+m�

;

car (1� �)r > n
�
:

Étape 3. Preuve de (iii). Il su¢ t d�estimer a(2)(x;D). Considérons deux cas.

Cas 1. 1
�
+ 1

p
� 1. Soit 1

p1
= 1

�
+ 1

p
et �1 = �. Alors nous avons

_K�;q
p1
B0� ,! _K�;q

p B
s+(1��)r�n

�
1 ,! _K�;q

p Bs�:
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En appliquant le lemme 2.1.6, on obtient



a(2)(x;D)f

 _K�;q
p Bs�

� c


a(2)(x;D)f

 _K�;q

p1
B01

� c

1X
k=0

k+3X
j=k�3

kaj;k(x;D)fkk _K�;q
p1
:

Par la proposition 2.1.1, nous obtenons

k+3X
j=k�3

kaj;k(x;D)fkk _K�;q
p1

� c

k+3X
j=k�3






aj;k(�; 2k�)

BN�;1


� kfkk _K�;q
p

� c2k(m�(1��)r) kfkk _K�;q
p
;

donc



a(2)(x;D)f

 � c kfk _K�;q
p B

m�(1��)r
1

= c kfk _K�;q
p Bs+m�

;

oú s = �(1� �)r:

Cas 2. 1
�
+ 1

p
� 1: Soit p1 = min(1; p) et

�1 =

8><>: �; si p � �;

max(1; �); si p > �
:

Observe que

_K�;q
p1
B

n
p1
�n

1 = _K�;q
p B

s+(1��)r�n
�

1 ,! _K�;q
p Bs1:
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Soit r1 > 0 et �1 > 0 tels que r � n
�
= r1 � n

�1
et �r = �1r1. Soit 1

p1
= 1

�1
+ 1

p2
. Alors

a 2 SBm� (r; �; �;N; �) et

s� n
p
=
n

p1
� n� (1� �1)r1 �

n

p2
:

Soit � = min(1; p1). Observez cela si p � 1 alors � = p1 = 1 et si 0 < p < 1, alors � = p1 = p.

Donc

s� n
p
=
n

�
� n� (1� �1)r1 �

n

p2
:

et p2 � p. En appliquant à nouveau le lemme 2.1.6, nous obtenons



a(2)(x;D)f

 _K�;q
p Bs1

�


a(2)(x;D)f



_K�;q
p1
B
n
��n
1

� c

 1X
k=0

2k(
n
�
�n)�

k+3X
j=k�3

kaj;k(x;D)fkk�_K�;q
p1

!1=�
� c kfk

_K�;q
p2
B
m+n

��n�(1��1)r1
�

;

par la proposition 2.1.1, où � = min(1; p1; q). Notre estimation suit l�inclusion de Sobolev

_K�;q
p Bs+m� ,! _K�;q

p2
B
m+n

p
�n�(1��1)r1

� :

La preuve est terminée.
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Chapitre 3

Continuité des opérateurs

pseudo-di¤érentiels sur les espaces

_K
�;q
p F s�

Dans ce chapitre, on étudie la continuité des opérateurs pseudo-di¤erentiels sur les es-

paces de Herz-type Triebel-Lizorkin. Soit fF'jgj une résolution d�unité. Pour une fonction

a : Rn � Rn �! C, nous écrivons

aj(x; �) = F�1
y�!x(F'j(y)Fa(y; �)):

Soit 0 < � < 1; 0 < � � 1; 1 � � � 1; 0 � � � 1; (1 � �)r � n
�
et N > n

�
. L�espace

F r�;�(B
N
�;1) est l�ensemble des distributions tempérées a 2 S 0(Rn � Rn) tel que

kakF r�;�(BN�;1) =




n2jr kaj(x; �)kBN�;1oj






L�(`�)

<1:
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3.1. Résultats auxiliaires

Soit m; r;N 2 R; 0 � � � 1; 0 < � < 1; 0 < � � 1; 1 � � � 1 (1� �)r � n
�
et N > n

�
.

On dit qu�un symbole a appartient à SFm� (r; �; �;N; �) si

sup
k
2�km






a(x; 2k�)F'k(2k�)

BN�;1


L1(dx) <1;
sup
k
2�k(m+�r)



a(x; 2k�)F'k(2k�)

F r�;�(BN�;1) <1;
qui introduit par J. Marschall [18]. Remarque que

SFm� (r; �; �;N; �) ,! SFm�1 (r1; �1; �;N; �); (3.0.1)

si 0 < � < �1 � 1; 0 < � � 1; r � n
�
= r1 � n

�1
et �r = �1r1.

3.1 Résultats auxiliaires

Lemme 3.1.1 Soit 0 < a < 1 et 0 < q � 1: Soit f"kgk2N0 une suite de nombres réels

positifs, tels que kf"kgkk`q = I <1: La suite(
�k : �k =

1X
j=0

ajk�jj"j

)
k2N0

;

dans `q et

kf�kgkk`q � cI:

avec c ne dépend pas de a et q:

Lemme 3.1.2 Soit s 2 R; A;B > 0; 0 < p; q � 1 et � > �n
p
. Soit fflgl2N0 une suite des

fonctions telles que

suppFf0 � f� 2 Rn : j�j � Ag ;
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3.1. Résultats auxiliaires

et

suppFfl �
�
� 2 Rn : B2l+1 � j�j � A2l+1

	
:

Il existe une constante c > 0 telle que les inégalités suivantes







1X
l=0

fl







_K�;q
p F s�

� c








 1X
l=0

2ls� jflj�
!1=�







_K�;q
p (Rn)

; 0 < p; q <1:

Pour la preuve voir [1] et [6].

Proposition 3.1.1 Soit 0 < p1; p2; q � 1; 0 < � � 1 et 1 � � � 1 avec 1
p1
= 1

p2
+ 1

�
.

Soit a : Rn � Rn �! C un symbole borné et mesurable tel que

suppa(x; �) �
�
� 2 Rn : j�j � c2k

	
:

Si p1 � 1 ou si 0 < p1 < 1 et

suppFf �
�
� 2 Rn : j�j � c2k

	
;

et si N > n max
n
1
2
; 1
�
; �
n
+ 1

p2

o
; alors

ja(x;D)f(x)j � c


a(�; 2k�)



BN�;1
M�f(x); x 2 Rn;

pour tout k 2 N0; avec la constante implicite ne dépendant pas de k:

Pour la preuve voir [19].

Lemme 3.1.3 Soit A;B > 0; 0 < p; q; � � 1 et � > �n
p
. Soit s > n(maxf1; 1=pg � 1).

Soit fflgl2N0 soit une suite de fonctions telle que

suppFfl � f� 2 Rn : j�j � A2l+1g:
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Puis il tient que







1X
l=0

fl







_K�;q
p F s�

. c








 1X
l=0

2ls�jflj�
!1=�







_K�;q
p (Rn)

; 0 < p; q <1:

Pour la preuve voir [1] et [6].

3.2 Principaux résultats

Nous présentons un théorème décrivant la continuité des opérateurs pseudo-di¤érentiels

dans _K�;q
p F s� .

Théorème 3.2.1 Soit s 2 R; 0 < p; q � 1; 0 < � � 1 et � > �n
p
. Soit a 2 SFm� (r; �; �;N; �)

et f 2 S(Rn) tel que 0 < �; � � 1; r > 0; (1 � �)r � n
�
et 1 � � � 1. Soit N > n

max
n
1
2
; 1
�
; �
n
+ 1

p
; 1
�

o
; et

nmaxf1; 1
�
+
1

p
g � n� (1� �)r < s < r � nmaxf 1

�
� 1
p
; 0g;

alors a(x;D)f(x) est une application linéaire continue de _K�;q
p F s+m� à _K�;q

p F s� .

Preuve. Soit fF'jgj2N0 une résolution de d�unité.

aj;k(x; �) = F�1(F'j(�)Fxa(�; �))F'k(�):

Nous décomposons le symbole en trois parties

a(x; �) = a(1)(x; �) + a(2)(x; �) + a(3)(x; �);
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où

a(1)(x; �) =
1X
k=4

k�4X
j=0

aj;k(x; �);

a(2)(x; �) =

1X
k=0

k+3X
j=k�3

aj;k(x; �);

a(3)(x; �) =

1X
k=0

1X
j=k+4

aj;k(x; �):

Étape 1. Nous montrerons dans cette étape qu�il existe une constante c > 0 telle que

pour tout f 2 S(Rn) 

a(1)(x;D)f

 _K�;q
p F s�

� c kfk _K�;q
p F s+m�

: (3.2.1)

Observez que
Pk�4

j=0 aj;k(x;D) fk a son spectre en
�
� 2 Rn : c12k � j�j � c22k

	
, où c1 > 0

et c2 > 0 sont indépendants de k. Ensuite, nous pouvons appliquer le lemme 3.1.2 pour

obtenir 

a(1)(x;D)f

 _K�;q
p F s�

� c








(
2ks

k�4X
j=0

aj;k(x;D)fk

)
k








_K�;q
p (`�)

;

où fk := 'k� f . Montrons que la dernière quasi-norme est bornée par

c kfk _K�;q
p Bs+m�

:

Selon la proposition 3.1.1, le côté gauche ne dépasse pas le lemme 2.1.2



�M� (2
k(s+m)fk)

	
k




_K�;q
p (`�)

� c


�2k(s+m)fk	k

 _K�;q

p (`�)

� c kfk _K�;q
p F s+m�

,

avec 1
�
= maxf1

2
; 1
�
; �
n
+ 1

p
; 1
�
g. Ceci la termine la preuve de 3.2.1.
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Étape 2. Nous montrerons dans cette étape qu�il existe une constante c > 0 telle que

pour tout f 2 S(Rn) 

a(2)(x;D)f

 _K�;q
p F s�

� c kfk _K�;q
p F s+m�

:

Nous avons
Pk+3

j=k�3 aj;k (x;D) fk a son spectre en
�
� 2 Rn : j�j � c22k

	
oú c2 indépen-

dant de k. Soit 1
p1
= 1

�
+ 1

p
. Depuis (1� �)r � n

�
, nous avons l�inclusion

_K�;q
p1
F
s+(1��)r
� ,! _K�;q

p F
s+(1��)r�n

�

� ,! _K�;q
p F s� :

voir le théorème 1.3.4. Par le lemme 3.1.3, ce qui est possible puisque s > nmaxf1; 1
�
+ 1
p
g�

n� (1� �)r;



a(3)(x;D)f

 _K�;q
p F s�

�








(
2k(s+(1��)r)

k+3X
j=k�3

aj;k(x;D)fk

)
k








_K�;q
p (`�)

:

On a

�����2k(s+(1��)r)
k+3X
j=k�3

aj;k(x;D)fk(x)

�����
� c sup

k
2k((1��)r�m)







k+3X
j=k�3

aj;k(x; 2
k�)






BN�;1

M� (2
k(s+m)fk)(x);

par la proposition 3.1.1 avec � > n. Prendre la norme `1 et ensuite le _K�;q
p norme nous

obtenons par l�inégalité de Hölder que



a(2)(x;D)f

 _K�;q
p F s�

� c


�M� (2

k(s+m)fk)
	
k




_K�;q
p (`�)

� c


�2k(s+m)fk	k

 _K�;q

p (`�)

� c kfk _K�;q
p F s+m�

;
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par le lemme 2.1.2, avec 1
�
= max(1

2
; 1
�
; �
n
+ 1

p
; 1
�
):

Etape 3. Nous allons prouver dans cette étape qu�il existe une constante c > 0 telle que

pour chaque f 2 S(Rn)



a(3)(x;D)f

 _K�;q
p Bs�

� c kfk _K�;q
p Bs+m�

:

On peut appliquer le lemme 3.1.2, ce qui est possible puisque s < r � nmaxf 1
�
� 1

p
; 0g;

obtenir 

a(3)(x;D)f

 _K�;q
p F s�

� c






(
2js

j�4X
k=0

aj;k(x;D)fk

)
k







_K�;q
p (`�)

:

Nous dé�nissons �1 = max(�; p). Soit r1 > 0 et �1 > 0 tels que r � n
�
= r1 � n

�1
et

�r = �1r1. Alors

r1 = r � nmaxf
1

�
� 1
p
; 0g;

et

SBm� (r; �; �;N; �) ,! SFm�1 (r1; �1; �;N; �);

voir 3.0.1. Par la proposition 3.1.1,

��2ksaj;k(x;D)fk(x)�� � CN


aj;k(x; 2k�)

BN�;1M� (2

ksfk)(x)

� CN2
�r1j sup

i



2r1iai;k(x; 2k�)

BN�;1M� (2
ksfk)(x);

pour tout x 2 Rn. Soit

gk =M� (2
ksfk) k 2 N:

En appliquant le lemme 3.1.1 on obtien



a(3)(x;D)f

 _K�;q
p F s�

;
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peut être estimé par

c





�sup
i



2r1iai;k(x; 2k�)

BN�;1(Rn) 2�kr1gk
�
k






_K�;q
p (`�)

� c




�2�k(m+�1r1) sup

i



2r1iai;k(x; 2k�)

BN�;1(Rn) 2k(m�(1��1)r1)gk
�
k






_K�;q
p (`�)

:

Soit 1
p
= 1

�1
+ 1

p2
et en appliquant l�inégalité de Hölder, nous estimons le dernier terme par



�M� (2
k(s+m�(1��1)r1)�fk)

	
k




_K�;q
p2
(`�)

� c



n(2k(s+m�(1��1)r1)� jfkj� ) 1�o

k





_K�;q
p2
(`�)

� c kfk _K�;q
p F

s+m�(1��1)r1
� (Rn)

� c kfk _K�;q
p F s+m� (Rn) ;

où nous avons utilisé le lemme 1.2.1 et l�inclusion

_K�;q
p1
F s+m� ,! _K�;q

p F
s+m�(1��)r1
� :

La preuve est terminée.
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